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ИССЛЕДОВАНИЕ МНОГОКАНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ MAP/PH/N 
С НЕНАДЕЖНЫМИ ПРИБОРАМИ  
И РАЗЛИЧНЫМИ ДИСЦИПЛИНАМИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 
Рассматривается многоканальная система массового обслуживания с бесконечным буфером.  
Обслуживание может происходить с ошибками, прибор может выходить из строя, что ведет к 
потере обслуживаемого запроса и необходимости ремонта этого прибора. Поступление запросов и 
поломок приборов описывается марковским входным потоком (MAP). Время обслуживания запросов 
и ремонта приборов имеет распределение фазового типа (PH). Находятся стационарное распреде-
ление числа запросов и характеристики производительности системы в системе. Приводятся ре-
зультаты численных экспериментов. 
Введение 
При анализе многолинейных систем массового обслуживания стандартным является 
предположение о том, что каждый запрос обслуживается ровно одним прибором. Относительно 
недавно начато исследование систем, в которых для обслуживания запроса может понадоби-
ться случайное число приборов, и систем, в которых предполагалось, что запросы являются не-
однородными и тип запроса определяет число приборов, необходимых для обслуживания за-
проса [1]. Мотивацией этих работ явилось наличие так называемого неэластичного трафика в 
телекоммуникационных сетях [2, 3]. 
Отметим наличие дисциплин, при которых все запросы, находящиеся в системе, получа-
ют обслуживание одновременно со скоростью, обратно пропорциональной числу запросов, на-
ходящихся в системе. Эти дисциплины с равномерным или неравномерным разделением про-
цессора получили широкое распространение для однолинейных систем массового обслужива-
ния [4]. Техническая реализация таких дисциплин в случае многолинейных систем массового 
обслуживания вызывает вопросы. 
Недавно в рассмотрение введены модели, в которых поступивший запрос обслуживается 
всеми приборами, свободными в момент его поступления [5–7]. Такую дисциплину будем на-
зывать BC (Broadcasting with Copying). Отметим одно из важных ее достоинств. Если приборы 
рассматриваемой системы не являются абсолютно надежными и обслуживание запроса может 
осуществляться с ошибками, параллельное обслуживание запроса всеми доступными приборами, 
очевидно, ведет к увеличению вероятности того, что запрос будет обслужен без ошибки (считает-
ся, что запрос обслужен без ошибки, если без ошибки обслужена хотя бы одна его копия). Этот 
факт был показан численно в работах авторов [8, 9]. Анализ ненадежной многолинейной системы 
с дисциплиной BC был проведен в них в предположении, что приборы не выходят из строя. Про-
сто с определенной вероятностью запрос будет обслужен с ошибкой. Такая ситуация достаточно 
широко встречается при анализе реальных телекоммуникационных систем. В настоящей работе 
рассматривается случай, когда прибор может выходить из строя, что ведет к потере обслуживае-
мого запроса и необходимости ремонта этого прибора. Анализ проведен при почти максимально 
общих предположениях о характере потоков запросов и поломок, процессов обслуживания и ре-
монта, для которых возможно аналитическое исследование системы. 
1. Математическая модель 
Имеется система обслуживания типа MAP/PH/N. Эта система имеет N  идентичных об-
служивающих приборов и буфер бесконечной емкости. На вход системы поступает MAP 
(Markov Arrival Process)-поток запросов. Поступление запросов в этом потоке возможно только 
в моменты скачков некоторой неприводимой цепи Маркова tν , 0t ≥ , с непрерывным временем 
и конечным пространством состояний {0,1, , },W…  которая называется управляющим процес-
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сом MAP-потока. Интенсивности переходов процесса tν , 0,t ≥  сопровождающиеся поступле-
нием запросов (не сопровождающиеся поступлением запросов), задаются элементами матриц 
1D  (недиагональными элементами матрицы 0 )D  или производящей функцией 0 1( ) ,D z D D z= +  
| | 1.z ≤  При этом матрица (1)D  является неприводимым генератором цепи tν , 0t ≥ . Вектор-
строка q  стационарного распределения этого процесса является решением системы уравнений 
(1) ,D = 0q 1=qe , где e  – вектор-столбец, состоящий из единиц. Средняя интенсивность λ  по-
ступления заявок в МАР-потоке имеет вид 1= .Dλ q e  Более подробное описание МАР-потока, 
его свойств и частных случаев, а также информацию о его полезности (в силу возможной кор-
релированности и взрывного характера) при моделировании телекоммуникационных сетей 
можно найти, например, в [10, 11]. 
Предполагаем, что время обслуживания запроса прибором имеет распределение фазового ти-
па с неприводимым представлением ( , )Sb , где b  – стохастический вектор-строка размера ,M  
а матрица S  – субгенератор размера ,M  который имеет отрицательные диагональные элементы 
,m mS  и неотрицательные недиагональные элементы , , , = 1, .m mS m m m M′ ′ ≠  При этом предполага-
ется, что ,1 0
M
m mm
S ′′= ≤∑  для любого m  и как минимум для одного из m  данная сумма строго мень-
ше нуля. Случайная величина, имеющая распределение фазового типа, определяется следующим 
образом. Пусть имеется цепь Маркова с непрерывным временем tη , 0.t ≥  Эта цепь Маркова имеет 
пространство состояний {1, , , 1},M M +…  причем состояние 1M +  является единственным по-
глощающим состоянием. Распределение вероятностей процесса tη , 0t ≥ , в начальный момент вре-
мени = 0t  задается вектором .b  Время пребывания процесса tη , 0t ≥ , в состоянии m  имеет пока-
зательное распределение с параметром ,( )m mS− . Затем с интенсивностью ,m mS ′  процесс переходит в 
состояние , {1, , },m m M m m′ ′ ′∈ ≠… . При этом величина ,1,M m mm m m S ′′ ′= ≠−∑  является интенсивно-
стью перехода процесса tη  из состояния m  в поглощающее состояние 1M + . В момент попадания 
процесса ,tη  0,t ≥  в поглощающее состояние истекает длительность случайной величины ξ , 
имеющей распределение фазового типа. Обозначим 0 = S−S e . Вектор 0S  неотрицателен и имеет 
как минимум одну положительную компоненту, 0( )mS  – m-я компонента вектора 0S , которая зада-
ет интенсивность перехода в поглощающее состояние из состояния , {1, , }.m m M∈ …  
В систему поступает МАР-поток поломок приборов. Этот поток задается по аналогии с 
МАР-потоком запросов. Он управляется процессом tμ , 0t ≥ , c пространством состояний 0, K  
и задается матрицами 0H  и 1.H  Поступившая поломка с равной вероятностью выбирает любой 
прибор, занятый обслуживанием запроса, и выводит его из строя. Запрос, обслуживаемый на 
этом приборе, покидает систему без обслуживания (теряется). Если все приборы в момент по-
ступления поломки либо свободны, либо находятся на ремонте, поломка просто игнорируется. 
Предполагаем, что сломанный прибор немедленно начинает ремонтироваться. Время ремонта 
имеет распределение фазового типа, заданное цепью Маркова с непрерывным временем tn , 
0t ≥ , с пространством состояний 1, L , и определяется неприводимым представлением ( , )Γg . 
После завершения ремонта прибор готов к обслуживанию запросов. 
Если поступивший в систему запрос застает все приборы занятыми, он становится в оче-
редь, из которой будет позднее выбран в соответствии с правилом «первым пришел – первым 
обслужен». Если запрос застал свободным один прибор, он немедленно начинает обслуживать-
ся. Если же он застал сразу несколько свободных приборов, запрос копируется и копии этого 
запроса начинают обслуживаться на всех приборах. Каждая из них обслуживается и рассматри-
вается как самостоятельный запрос. 
Исследуем поведение этой системы. 
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2. Распределение числа запросов в системе 
Введем следующие обозначения: 
, 0,t ti i ≥  – число запросов в системе;  
, = 0, ,t tr r N  – число ремонтируемых приборов; 
, = 0, ,t t Wν ν  – состояние управляющего процесса МАР-потока поступления запросов;  
, = 0, ,t t Kμ μ  – состояние управляющего процесса МАР-потока поступления поломок; 
( ) ( ), = 1, ,j jt tm m M  – состояние процесса, управляющего обслуживанием в j -м приборе, 
0 min{ , }t tj i N r≤ ≤ − ;  
( ) ( ), = 1, ,l lt tn n L  – состояние процесса, управляющего ремонтом l -го прибора, 0 ,tl r≤ ≤  
в момент времени , 0.t t ≥   
Отметим, что работающие и ремонтируемые приборы нумеруются в следующем порядке. 
В начале обслуживания или ремонта прибор получает номер, на единицу больший, чем прибор, 
который начал обслуживание или ремонт перед ним. По завершении обслуживания или ремон-
та соответствующий прибор теряет номер, а все остальные приборы соответственно перенуме-
ровываются. Если после завершения ремонта очередь пуста, прибор простаивает в ожидании 
прихода запроса. В противном случае он немедленно начинает обслуживание первого запроса 
из очереди. 
Нетрудно видеть, что многомерный процесс 
( ) ( )= { , , , ,{ },0 min{ , },{ },0 }, 0,j lt t t t t t t t t ti r m j i N r n l r tξ ν μ ≤ ≤ − ≤ ≤ ≥  
является цепью Маркова с непрерывным временем, описывающей функционирование рассмат-
риваемой ненадежной системы MAP/PH/N с широковещательным обслуживанием.  
Обозначим его стационарные вероятности как 
( ) ( )( , , , ,{ }, 0,min{ , },{ }, 0, )j lp i r m j i N r n l rν μ = − = =  
( ) ( ) ( ) ( )lim ( , , , ,{ }, 0,min{ , },{ }, 0, ).j j l lt t t t t tt P i i r r m m j i N r n n l rν ν μ μ→∞= = = = = = = − = =  
Перенумеруем состояния цепи Маркова tξ  в лексикографическом порядке и сформируем 
вектор-строки ip  из стационарных вероятностей ,},min{,0},{,,,,(
)( rNijmrip j −=μν },{ )(ln  
















)(  для Ni > . Здесь 
1+=WW , 1+= KK . 
Далее будем использовать следующие обозначения: 
I – тождественная матрица. Если ее размерность неясна из контекста, она указывается 
как нижний индекс; 
O  – нулевая квадратная матрица, baO ,  – нулевая матрица размерности ba× ; 
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,                       (1) 
где блоки iM  задают интенсивности перехода цепи Маркова из состояний, имеющих значение 
i  первой компоненты, в состояния, имеющие значение этой компоненты 1,i − 1,0 += Ni ; не-
диагональные элементы блоков iA  задают интенсивности перехода цепи Маркова без измене-
ния значения i  первой компоненты, а диагональные – интенсивности выхода из соответствую-
щих состояний (взятые с обратным знаком), 0>i ; блоки ji,K  задают интенсивности перехода 
цепи Маркова из состояний, имеющих значение i  первой компоненты, в состояния, имеющие 
значение этой компоненты , = 1, ,j j i N+  1,0 −= Ni ; блок NK  задает интенсивности перехо-
да цепи Маркова из состояний, имеющих значение i  первой компоненты, в состояния, имею-
щие значение 1i +  этой компоненты, .i N≥  
Данные блоки, в свою очередь, являются блочными матрицами, определенными следую-
щим образом. 
Матрица iM  имеет нулевые блоки ,,0,)( , Nrrri =′M  за исключением блоков на блочной 
диагонали и блочной наддиагонали, которые задаются выражением 
min{ , }
0
, min{ , }
1
( , ) , , 0, 1;
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где ( , )i rb  равно вектору ,b  если > ,i N r−  и скаляру 1 в противном случае. 
Матрица iA  имеет ненулевые блоки ,,0,)( , Nrrri =′A  только по блочной диагонали и 
блочной поддиагонали. Эти блоки имеют вид 
0 0 1
0 ,
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где 0 = .−ΓG e  
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Матрица ji,K , = 2, ,j i N+  = 0, 1,i N −  имеет только один ненулевой блок 
, , 1( ) .i N j
(j -i)
i j N j N j K M L
D I I I −⊗− − = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗K b  
Матрица ji,K , = 1,j i +  = 0, 1,i N −  имеет ненулевые блоки 
min{ , }, , 1( ) ( , ) , , ,i N r ri j r r K M LD I I j r I r N j N−= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = −K a  
где ),( rja  равно вектору ,b  если ,j N r= −  или скаляру 1, если .j N r> −  
Матрица NK  задается ненулевыми диагональными блоками  
, 1( ) , 0, .N r rN r r K M LD I I I r N−= ⊗ ⊗ ⊗ =K  
Дока з а т ель с тво леммы проводится путем анализа возможных переходов цепи Мар-
кова tξ , 0≥t , за бесконечно малый интервал времени. 
Анализ вида (1) генератора Q  позволяет сделать заключение, что цепь Маркова tξ , 
0≥t , является квазипроцессом гибели и размножения со сложными граничными условиями. 
Поэтому для анализа условия эргодичности этой цепи можно использовать результаты 
М. Ньютса [12]. Согласно [12] стационарное (эргодическое) распределение вероятностей числа 
запросов в рассматриваемой системе существует, если выполняется неравенство  
1 ,N N+ >M Ke ey y                                                                (2) 
где вектор y  является решением системы линейных алгебраических уравнений                   
1( , 1.N N N+ + + = =) 0y yM A K e                                                    (3) 
Условие (2), (3) легко проверяется на компьютере. Кроме того, очевидно, что условие эр-
годичности в рассматриваемой системе совпадает с условием эргодичности для ненадежной 
системы MAP/PH/N с классической дисциплиной обслуживания, которое, в свою очередь, сов-
падает с условием для аналогичной системы с повторными вызовами, приведенным в [13].  Да-
лее считаем, что параметры системы выбраны так, что стационарное распределение вероят-
ностей состояний рассматриваемой системы существует. 
Теорема 1. Векторы ip , 0≥i , вычисляются следующим образом: 
NiiNi ,0,1 == + Bpp ;                                                        (4) 
1,11 +≥= + Nii-N-Ni Rpp ,                                                     (5) 
где 
,,0, NiiNi =Φ××Φ= "B                                                     (6) 
матрицы iΦ  вычисляются рекуррентно: 


















− ∏∑KAMAM ,                          (7) 
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матрица R  является минимальным неотрицательным решением уравнения 
                                                        ONNN =+++ KRAMR 12 ,                                                      (8) 
а вектор 1+Np  является единственным решением системы линейных алгебраических уравнений 












iN I eep BR .                                                 (10) 
Отметим, что все обратные матрицы в приведенных формулах существуют, поскольку соот-
ветствующие матрицы являются субгенераторами. 
Дока з а т ель с тво. Известно, что векторы ip , 0≥i , удовлетворяют уравнениям Чепме-
на – Колмогорова: 
0 1 2( , , , ...)Q = 0p p p .                                                         (11) 
Для вывода соотношений (4)–(10) будем шаг за шагом решать систему (11) с генерато-
ром Q  вида (1). 
Первый блочный столбец генератора Q  содержит только два ненулевых элемента и пер-
вое  уравнение системы (11) имеет вид 
0 0 1 1+ = 0p pA M . 
Блочные столбцы генератора Q  со второго по )1( +j -й содержат по 2+j  ненулевых элемен-
та. Поэтому следующая группа уравнений системы (11) имеет вид 
, 1 1 1 2 2
0
, 0, 1.i i l l l l l
i
l N+ + + + +
=
+ + = = −∑ 0l p p pK A M                                    (12) 




1 1 0 1 0
0
, ( ) , 1, , .
jj







= Φ Φ = − + Φ = Φ = −∑ ∏p p M A K M A  
Отсюда следует, что векторы ip , Ni ,0= , могут быть представлены в форме 
1i N i+=p p B , 0,i N= ,                                                         (13) 
где матрицы iB  задаются формулой (6). 
Далее i -й, 1+≥ Ni , блочный столбец генератора Q  порождает уравнения 
1 1 1 , 1i N i N i N i N− + ++ + = ≥ +0p p pK A M .                                            (14) 
Согласно [10] после прямой подстановки вероятностей в виде (5) в систему (14) видно, что сис-
тема удовлетворяется при условии, если матрица R  удовлетворяет уравнению (8).  
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Уравнение (9) для ключевого вектора 1+Np , в терминах которого оказались выражены все 
остальные векторы ip , получено с использованием )1( +N -го блочного столбца генератора Q , 
учитывая выражение (5) для вектора 2+Np . 






iep  и фор-
мул (4), (5). Теорема доказана. 
Доказанная теорема задает алгоритм для вычисления векторов ip , 0≥i , хорошо приспо-
собленный для реализации на компьютере. 
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Здесь ( , ), = 0, ,i r r Np  – составные части вектора = ( ( ,0), , ( , )).i i i N…p p p  
Следствие 3. Среднее число приборов, обслуживающих произвольный запрос, вычис-























DriDriDmiNim eepeepeep λλλ  
Среднее число запросов, поступающих на обслуживание (с учетом копий запросов), = .λ λΨ  
Следствие 4. Вероятность того, что во время обслуживания произвольного запроса 

















Следствие 5. Вероятность того, что произвольный запрос будет благополучно обслу-
жен (поломки произойдут не во всех каналах, обслуживающих копии этого запроса), вычисля-
ется как  
1 1 1
1 0 0 1 0
1 ( , ) ( ( , ) ( , ) .
N N m N N N
m
successful
m i i r N i i N r
D D DP i N i m i r i rγ γλ λ λ
− ∞
= = = = − = + =
= − − − ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑e e ep e p e p e)  
3. Система MAP/PH/N с классической дисциплиной обслуживания 
При анализе многолинейных систем массового обслуживания стандартным является 
предположение о том, что каждый запрос обслуживается ровно одним прибором. При такой 
дисциплине справедливы следующие результаты. 
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,                           (15) 
где ненулевые блоки матрицы ji,K , = 1,j i +  = 0, 1,i N −  заданы формулами 
.,0,),()( },min{1,, NrIrjIID rrNi LMKrrji =⊗⊗⊗⊗= − aK  
Другие обозначения такие же, как в генераторе (1) из разд. 2. 
Дока з а т ельс т во леммы проводится путем анализа возможных переходов цепи Мар-
кова tξ , 0≥t , за бесконечно малый интервал времени. 
Теорема 2. Векторы ip , 0≥i , вычисляются следующим образом: 
NiiNi ,0,1 == + Gpp ;                                                       (16) 
1,11 +≥= + Nii-N-Ni Rpp ,                                                     (17) 
где 
,,0,1 NiiNNi =×××= − LLLG "                                                (18) 
матрицы iL  вычисляются рекуррентно: 
1 1
0 1 0 1 1 1,, ( ) , 1, ,
-
i i i i i i i N
−
+ − −= − = − + =L M A L M A L K                                     (19) 
матрица R  является минимальным неотрицательным решением уравнения 
ONNN =+++ KRAMR 12 ,                                                    (20) 
а вектор 1+Np  является единственным решением системы линейных алгебраических уравнений 












N I eep iGR .                                                 (22) 
Отметим, что все обратные матрицы в приведенных формулах существуют, поскольку соот-
ветствующие матрицы являются субгенераторами. 
Дока з а т ельс т во этой теоремы осуществляется аналогично доказательству теоремы 1. 
Следствие 6. Среднее число запросов L  в системе в  произвольный момент времени вы-
числяется как 
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Следствие 8. Вероятность того, что во время обслуживания произвольного запроса 


















Следствие 9. Вероятность того, что произвольный запрос  будет благополучно  обслу-
жен, вычисляется как  
.1 γ−=successfulP  
4. Численные примеры 
Приведем результат численного эксперимента, кратко иллюстрирующего достоинство 
дисциплины BC и эффект корреляции в потоке запросов. Пусть число приборов 5,N =  
РH-процессы обслуживания и PH-процессы ремонта приборов задаются векторами )0,1(=b , 




−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠ , 
3,6 3,6
0 3,6
−⎛ ⎞Γ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠ . 
Средние интенсивности обслуживания и ремонта равны 1,5 и 2,4. Квадраты коэффициентов ва-
риации равны 0,5 и 0,7778.  
Рассмотрим два различных MAP-потока запросов, имеющих одну и ту же среднюю интен-
сивность 1=λ , но  разные коэффициенты вариации длин интервалов между моментами поступ-
ления запросов и корреляции между длинами соседних интервалов. 












В этом потоке коэффициенты вариации и корреляции равны соответственно 1,0869 и 0,0052. 












В этом потоке коэффициенты вариации и корреляции равны соответственно 12,34 и 0,2. 
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В этом потоке коэффициенты вариации и корреляции равны соответственно 1,1 и 0,0181, сред-




Зависимости вероятности successfulP  успешного обслуживания произвольного запроса  
от средней интенсивности: а) потока поступления поломок при различных дисциплинах;  
б) потока поступления поломок при различной корреляции в потоке запросов; в) обслуживания  
при различных дисциплинах; г) обслуживания при различной корреляции в потоке запросов 
Ha рисунке изображены зависимости вероятности успешного обслуживания от интенсив-
ности потока поломок и интенсивности обслуживания. Кривые Dis_CL и Dis_BC соответст-
вуют классической дисциплине обслуживания и дисциплине BC. Кривые MAP1 и MAP2 соот-
ветствуют системам, в которые поступает поток MAP1 или  MAP2. Анализ зависимостей позво-
ляет сделать следующие выводы: 
– вероятность успешного обслуживания убывает с ростом средней интенсивности потока 
поступления поломок; 
– вероятность успешного обслуживания  растет с ростом средней интенсивности обслу-
живания;  
– широковещательная дисциплина обеспечивает более высокое значение вероятности ус-
пешного обслуживания по сравнению с классической дисциплиной.  
Заключение 
В данной работе была изучена ненадежная система MAP/PH/N c широковещательным об-
служиванием, построена и исследована многомерная цепь Маркова, описывающая функциони-
рование системы, найдены основные характеристики производительности систем. Результаты 
могут найти применение при проектировании сетей, в которых требуется обеспечить высокую 
вероятность доставки информации. 
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INVESTIGATION OF MULTI-SERVER QUEUEING SYSTEM  
OF THE MAP/PH/N TYPE WITH UNRELIABLE SERVERS  
AND VARIOUS SERVICE DISCIPLINES 
Multi-server queuing model with the Markovian Arrival Process (MAP) and the phase (PH) 
type service time distribution is considered. The customer, which sees several free servers upon arri-
val, is served simultaneously by all these servers. Busy servers are subject to breakdowns and repairs. 
The common flow of breakdowns is the MAP. An event of this flow with equal probability causes a 
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failure of any busy server. When a server fails the repair period starts immediately. This period has PH 
type distribution and does not depend on the repair time of other broken-down servers and the service 
time of customers occupying the working servers. A customer whose service was interrupted leaves 
the system. Stationary distribution of a queue and the main performance measures are calculated. Illus-
trative numerical examples are presented. 
